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СПЕЦИАЛЬНОГО СЕМЕЙСТВА ГИПЕРПЛОСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ 
С ОГИБАЮЩЕЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ ЦЕНТРОВ 

 
В многомерном проективном пространстве рассматривается семейст-

во гиперплоских элементов с огибающей поверхностью центров. Ставится 
задача построения инвариантного оснащения данного семейства внутренним 
образом. Эта задача решается в особом случае, характеризующемся обраще-
нием в нуль некоторого тензора. Решение основано на методе подвижного ре-
пера и исчислении внешних дифференциальных форм Э. Картана. 

 
In multidimensional projective space a family of hyperplane elements with 

envelope surface of centers is considered. The problem of construction of invari-
ant clothing intrinsically attached to such a family intrinsically is set. This 
problem is solved in a special case characterized by vanishing of a certain tensor. 
The solution is based on the method of moving frames and calculation of exterior 
differential forms of E. Cartan. 
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Введение 
 
Одна из основных задач дифференциальной геометрии многооб-

разий, погруженных в проективное пространство, — построение внут-
ренних оснащений. Эта задача решена лишь в ряде конкретных слу-
чаев. Так, Г. Ф. Лаптев в работе [3] внутренним образом построил ос-
нащение (называемое нормализацией) невырожденной гиперповерх-
ности в проективном пространстве. Аналогичный результат для ги-
перполос получил А. В. Столяров [5], показав, что внутренняя норма-
лизация регулярной гиперполосы порождается ее 3-й дифференци-
альной окрестностью. Оба многообразия являются примерами се-
мейств гиперплоских элементов с огибающей поверхностью центров. 
Поэтому приобретает актуальность задача распространения указан-
ных выше результатов на случай произвольного семейства данного 
вида. Ее удалось решить в особом случае, характеризующемся обра-
щением в нуль некоторого тензора. Это решение и представлено в на-
стоящей работе. Оно основано на методе подвижного репера Э. Кар-
тана, опирающемся на исчисление внешних дифференциальных 
форм (см., напр., [6]). В рамках этого метода производится аналитиче-
ская канонизация репера, основанная на систематическом примене-
нии леммы Н. М. Остиану [4]. 
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1. Уравнения семейства qpB   

 
Пусть NP — N-мерное проективное пространство (N  4). Гиперпло-

ский элемент пространства NP  [1] — пара ),( 1
*

1 CLL NN   , где 1NL — ги-

перплоскость; С — точка, лежащая в 1NL  (это центр элемента *
1NL ). 

Семейством гиперплоских элементов с огибающей поверхностью центров 
qpB   [2] будем называть гладкое семейство гиперплоских элементов, 

удовлетворяющее следующим двум условиям. 
1. Центр С элемента *

1NL  описывает p-мерную поверхность Sp 
( 2 Np ), и касательная плоскость ( )pT C  к поверхности в C лежит в 

плоскости 1nL  каждого элемента *
1nL , имеющего C своим центром. 

2. Каждая точка С поверхности Sp является центром гладкой  
q-параметрической связки Bq(C) элементов семейства, где 1  1.q N p    

Замечание. Поверхность pS — p-мерная огибающая плоскостей qpB  . 

С каждым элементом *
1N p qL B   инвариантно связана его характе-

ристическая r-плоскость rF  (r = N — p — q — 1), лежащая в нем вместе 
со своей первой дифференциальной окрестностью. Семейство регуляр-
но, если rF  пересекается с касательной плоскостью )(CTp  по центру это-

го элемента. Далее будем рассматривать лишь регулярные семейства. 
Следуя [2], дадим аналитическое описание семейства .p qB   Отнесем 

NP  к подвижному реперу {A, 1 ,A …, }NA с деривационными формулами 

 ,I
IdA A A    ,J

I I I J IdA A A A     , , 1, ,I J N  

где   — множитель пропорциональности, а формы ,I  ,I
J  I  проек-

тивной группы )(NGP  удовлетворяют уравнениям Э. Картана [7, c. 121] 

 , , ( ).I K I K I K I K I I
K I I K J J K J K K JD D D                   

Разобьем индекс I на четыре серии: },,,{ NyuiI  , причем 

 , , ... 1, ;i j p  , , 1, ;u v p p q    , , 1, 1.y z p q N     

Над qpB   как над базой возникает расслоение проективных реперов, 

адаптированных семейству так, что каждый репер { ,A ,iA ,uA ,yA },NA  

принадлежащий слою над *
1 1( , ),N NL L C   удовлетворяет А  С, ( ),i pA T C  

1 ,u NA L  *
1( ).y r NA F L   Уравнения qpB   в адаптированном репере 

 0u , 0y , 0N , 0N
y , ju

ij
u
i  , jy

ij
y
i  , jN

ij
N
i  , 

 N
v

uv
yN

iu
yi

u
y  , N

u
iu
yN

ji
yj

i
y  , 

где ,i i   N
u

N
u  являются базисными формами семейства, опреде-

ляющими смещение текущего элемента *
1NL , а совокупность функций 

},,,,,,{1
iu
yN

i
yj

uv
yN

u
yi

N
ij

y
ij

u
ij  образует фундаментальный объект  

1-го порядка многообразия qpB  , причем ,u u
ij ji   ,y y

ij ji   .N N
ij ji    
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Уравнения на компоненты этого объекта запишем в виде сравнений 
по модулю базисных форм: 

 0,u N u
ij ij N    0,y y yu N

ij ij u ij N      0,N
ij  0,u uv N

yi yN vi    0,uv
yN   (1.1) 

 0,i u i iu N i
yj yj u yN uj j y         0,iu vu i

yN yN v      (1.2) 

где, например, k
j

N
ik

k
i

N
kj

N
N

N
ij

N
ij

N
ij d  , а формы N

ui  имеют вид 
j
u

N
ji

N
ui  . Из этих сравнений, в частности, видно, что подобъекты 

}{ N
ij  и }{ uv

yN  объекта 1  являются тензорами в смысле [3]. В силу ре-

гулярности семейства qpB   тензор N
ij  является невырожденным, то есть 

 0det  N
ij .  (1.3) 

При этом можно ввести в рассмотрение обращенный тензор ij
NV , 

компоненты которого образуют матрицу, обратную к N
ij : i

j
N
kj

ik
NV  . 

Уравнения на тензоры N
ij  и ij

NV  имеют соответственно вид 

 N
u

u
ij

kN
ijk

N
ij  , N

u
u
km

jm
N

ik
N

lN
kml

jm
N

ik
N

ij
N VVVVV  .  (1.4) 

Продолжая уравнения (1.4) на N
ij , получим сравнения на N

ijk : 

 ( ) ( ) ( )3 3 3 0.N N N s N u N s
ijk ij k s N ij k ij k s u               (1.5) 

 

2. Специальное семейство qpB   
 

Рассмотрим объекты 
1

,jku u
N jk NV

p
    

1
,y y jk

N jk NV
p

    
1

,
2

ijN
k ijk NV

p
  


 

( )3 ,N N N
ijk ijk ij kD       ,ijN

k ijk ND D V  .ij
N N i jD V D D  

Сравнения на них вытекают из (1.4), (1.5) и имеют вид 

 0 u
N

u
N , 0,y y yu

N N u N        (2.1) 

 s
u

u
ks

N
ks

u
Nk

s
N

N
ksk p

p



 )2(

2
1

)( ,  (2.2) 

 ( ) ( ) )

3
3 ( 2 ) ,

2
N u N s N N u u s
ijk ij k s u ij k s N k s uD p

p
           


0,kD  0.N

N N NdD D     (2.3) 

Итак, ND  — относительный инвариант. Из (2.3): ln .N i u N
N N i N ud D B B      

Сравнения на величины iB , u
NB , стоящие в правой части, имеют вид 

 0)(  j
u

u
N

j
N

N
iji BB ,  (2.4) 

 0 u
N

u
NB .  (2.5) 

Из (2.1) и (2.5) следует, что u
N

u
N

u
N BW   — тензор. Далее ограничимся 

рассмотрением таких регулярных ,p qB   у которых 0u
NW . Обозначим 

их qpB   и назовем специальными семействами. Для них (2.4): 

 0)(  j
u

u
N

j
N

N
ijiB .  (2.6) 
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3. Частичная канонизация репера семейства qpB   
 

Этап 1. Пусть 0.yu
N N    Тогда по (2.1) столько же структурных форм 

стали главными (то есть сравнимыми с нулем по модулю базисных форм): 

 0,0  y
N

u
N .  (3.1) 

В соответствии с леммой Остиану имеем частичную канонизацию репе-

ра. Из (3.1) следует, что ,u
N

y
N  можно разложить по базисным формам: 

 N
v

uv
NN

iu
Ni

u
N  , N

v
yv
NN

iy
Ni

y
N  .  (3.2) 

Дифференцируя внешне (3.2) с последующим разрешением по лемме 
Картана, получим сравнения на коэффициенты при базисных формах: 

 0,ju u
Ni ji N    0,uv

NN  0,y y j yu
Ni ji N Ni u      0.yu yvu

NN NN v      (3.3) 

Следовательно, uv
NN — тензор. Обозначим ~  определитель uv

NN . Срав-

нение на ~ : )(~2~ u
u

N
Nqd  . Итак, ~  — относительный инвариант. 

Далее ограничимся рассмотрением случая, когда он отличен от нуля: 

 0det~  uv
NN .  (3.4) 

Этап 2. Полагая 0,yv
NN  из (3.3) 0,yvu

NN v   откуда в силу (3.4) 0.y
u   

Этап 3. После 1-го этапа канонизации сравнения (2.6) упрощаются: 

 0.jN
i ij NB      (3.5) 

Пусть теперь 0iB . Тогда (3.5) с учетом (1.3) приводится к виду 

 0,i
N    (3.6) 

что позволяет разложить формы i
N  по базисным: N

u
iu
NN

ji
Nj

i
N  . 

Осуществляя продолжение, получим 

 0 N
i
j

k
u

N
jk

iu
NN

i
u

u
Nj

i
Nj ,  (3.7) 

 0 i
v

vu
NN

iu
NN .  (3.8) 

Этап 4. Положим 0iu
NN . Тогда из (3.8) в силу (3.4) получим 

 0i
u .  (3.9) 

Запишем разложения форм i
u  по базисным: 

 N
v

iv
uN

ji
uj

i
u  .  (3.10) 

Продолжая (3.10), получим: 

 0 u
i
j

i
uj , 0iv

uN .  (3.11) 

Этап 5. С учетом (3.9) сравнения (1.2) и (3.7) сильно упрощаются: 

 0 y
i
j

i
yj , 0 N

i
j

i
Nj .  (3.12) 

Тогда ,i
u uia   ,i

y yia   i
N Nia   — квазитензоры [3], так как сравнения 

на них, получаемые из (3.11) и (3.12) свертыванием по индексам i и j: 

 0 uu pa , 0 yy pa , 0 NN pa .  (3.13) 
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С учетом (3.6) и (3.9) сравнения (2.2) принимают вид 

 0 ii .  (3.14) 

Пусть 0,u y N ia a a     тогда из (3.13—3.14) получим 0.u y N i      

В соответствии с леммой Остиану произведена частичная канони-
зация репера. В итоге все структурные формы, кроме ,i

j ,u
v ,y

z ,N
N  

стали главными. Это означает, что линейные оболочки следующих со-
вокупностей вершин репера 1 1 1[ ], [ ], [ ]p i q u r yN A N A N A      стали ин-

вариантными плоскостями и, кроме того, зафиксирована вершина .NA  
При этом 1 1 1 .p q r N NC N N N A P        Таким образом, доказана 

Теорема. К семейству qpB   внутренним образом присоединяется осна-

щение, состоящее из полей плоскостей 1 1 1, ,p q rN N N    и вершин NA , допол-

няющих центр C до всего пространства NP . 
Замечание. Этапы 1 и 2 канонизации репера можно осуществить и 

в общем случае регулярного семейства qpB  . 

Итак, построение внутреннего оснащения для qpB   позволяет стро-

ить на нем внутренние связности. В этом отчасти заключается роль ос-
нащений, присоединенных внутренним образом. Остаются вопросы: 
1) геометрическая характеристика произведенной канонизации; 2) пол-
ная канонизация репера qpB  ; 3) исследование произвола существования 

специального семейства; 4) внутренние оснащения qpB   общего вида. 
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